Л 10, 11
Колебания и волны (6)

1. Гармонические колебания. Линейный гармонический осциллятор

2. Математический и физический маятники.

3. Сложение гармонических колебаний

4. Затухающие и вынужденные колебания. Резонанс.

1.

Процессы, отличающиеся той или иной степенью периодичности, называются колебаниями.

x  смещение - отношение тела(точки) относительно положения равновесия.
A  амплитуда - максимальное отношение тела относительно положения равновесия.
T  период колебания – время, в течение которого система возвращается в исходное состояние.
Материальная точка – тело, размерами которого можно пренебречь, описывая его движение.

Свободные незатухающие (гармонические) колебания

- это колебания системы, выведенной из положения равновесия и предоставленной самой себе при отсутствии силы трения.

Для таких колебаний выполняется закон сохранения энергии:
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Свободных гармонических колебаний в природе нет, но их всегда изучают и очень подробно. Значение гармонических колебаний в технике определяется тем, что многие периодические процессы могут быть представлены в виде суммы нескольких гармонических колебаний. В математике эта операция носит название -  разложение в ряд Фурье.
Кинематика колебаний
[image: image1.png]W, + W, = const




Кинематика – раздел физики описывающий движение тел. Так же как и в общем случае, нужно найти закон, по которому меняется в зависимости от времени смещение колеблющейся точки x(t), её скорость v(t) и ускорение a(t).
Эту задачу рассмотрим на примере: материальная точка вращается со скоростью [image: image3.png]w = const



 по окружности.
x - проекция радиус-вектора, определяющего положение, на ось x 
y – угол поворота радиуса-вектора относительно оси x.

Очевидно [image: image5.png]x(t) = A * cosg



 , где A=R  и [image: image7.png]¢ =(w*t+qy)



. Тогда 

(1) [image: image9.png]x(t) = A*cos (w*t + @)




[image: image11.png]


 

Найдем 
[image: image13.png]


 
(2) [image: image15.png]v(t) =—w*A*sin(w*t+ @)




[image: image17.png]


 

[image: image19.png](—sin(w*1) :ws(m-ug))



 

Скорость сдвинута по фазе относительно смещения на [image: image21.png]



    (3)   [image: image23.png]a(t) =o(t)

t) =—A*w’*cos (w*t +@p)




[image: image25.png]a(t)




, т. е. ускорение изменяется в противофазе относительно смещения 
[image: image27.png]gz =

)2 * A



 

Динамика колебаний


При рассмотрении динамики колебаний необходимо учитывать силы, действующие на систему. Смещение, скорость и ускорение тела будут зависеть от природы этих сил. Для нахождения их необходимо решить уравнение, записанное по 2 закону Ньютона.

Рассмотрим пример колебаний пружинного маятника: m-его масса, k-коэффициент упругости пружины.
а)



б)



в)

[image: image370.emf]x
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б) [image: image29.png]m * g = kAl




Если приложить силу F, удлинение: [image: image31.png](x + Al




в) [image: image33.png]F=m=*g—k*(x+Al)=—k*x




По второму закону Ньютона:
[image: image35.png]


 
(4) [image: image37.png]m*¥+k*x=0




[image: image39.png]


 обозначим [image: image41.png]



[image: image43.png]¥ +w®*x=0



 
Для решения последнего уравнения сделаем подстановку:
[image: image45.png]


, [image: image47.png]


, [image: image49.png]


, 

[image: image51.png]A +wy® =0 Ay, = Tixawy



 
 где [image: image53.png]



Тогда решение уравнения (4) будем иметь вид
[image: image55.png]x = ¢, * '

4oy xeTiee



 
[image: image57.png]


 и [image: image59.png]


 – комплексные числа.

Комплексное число [image: image61.png]a+ixb=va?+b2x (cosg+ixsing) =p=e'®




.По формуле Эйлера 
[image: image63.png]e'? = cosg + i * sing



 ;
[image: image65.png]e '® = cosg — i * sing



 .
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[image: image67.png]


 и [image: image69.png]


 запишем в виде:

[image: image71.png]4
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173



;

 [image: image73.png]


.
Тогда 

[image: image75.png]v = x [eileort o) 4 gmilwortee)] = Sk cos (wot + @)



 

 или 
 [image: image77.png]x = A *cos (wyt + @)



 – уравнение гармонического колебания.
 [image: image79.png]wot + @y



 – фаза колебания.
 [image: image81.png]@



 – начальная фаза, соответствующая моменту времени  t=0.

Так как cos – функция периодическая с периодом [image: image83.png]2m



, то время, в течение которого фаза колебаний изменяется на [image: image85.png]2m



, называют периодом гармонического колебания.

Т. е. 
[image: image87.png]w*(t+T)+ @, =(w*t+ @) +2m >



 
отсюда [image: image89.png]w*T =2m



 и [image: image91.png]o



 - циклическая частота (число колебаний за [image: image93.png]2m



 c).

[image: image95.png]


;
[image: image97.png]


 
T – не зависит от А, а зависит только от характеристики системы.
А – определяется целиком начальными условиями.

Энергия колебаний

Поскольку мы рассматриваем незатухающие колебания, то энергия должна оставаться постоянной

[image: image99.png]W = W, + W, = const



 

по определению [image: image101.png]* Ax w? e sin? (W * t + @)



,

[image: image103.png]W, ?:gx‘zxmsz(mtl+W):%'Aztmztmsz(m'l+v’)
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т. е. 
[image: image107.png]W~w?
u A



 
[image: image109.png](W)= (W,)




 
[image: image111.png]


 

[image: image113.png]—k * A* (coswt + @) =




 

[image: image115.png]k=m=*?
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2.
[image: image373.emf]x
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Математический маятник - тело, подвешенное на нерастяжимой нити, размеры которого малы по сравнению с расстоянием до точки подвеса.
[image: image117.png]


 
[image: image119.png]


 - возвращающая сила
[image: image121.png]M=Fxl=—m=g=l*sing



 – момент этой силы

По второму закону Ньютона для вращательного движения:
 [image: image123.png]M=J7+*E=m=1+x¢ -



 отсюда 
[image: image125.png]m* %%
@ +m=g=l*sing =



 
или 
[image: image127.png]6 +5xsing =0



.

Для малых углов отклонения [image: image129.png]Xo
sing



.
[image: image131.png]


 , [image: image133.png]


.

Решением этого уравнения является гармоническая функция [image: image135.png]@ =Axcos(w*t+ap)



; 
где [image: image137.png]


.

Отсюда 
[image: image139.png]


.


[image: image374.emf]y
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Физический маятник – любое тело, способное совершать колебания около положения равновесия.
[image: image141.png]M=Fxl fmtytltsirw}
M=Jx£=7%¢



 
[image: image143.png]


 

для малых [image: image145.png]
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[image: image149.png]megsl _




 

[image: image151.png]


 
 [image: image153.png]


– приведенная длина физического маятника, т. е. длина такого математического маятника, который имеет такой же период, что и физический маятник.

[image: image155.png]L<l,



 
Точка качания и точка подвеса взаимообратны.

3.

На практике тело может участвовать в нескольких колебательных движениях. Используем геометрический способ представления гармонических колебаний.
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Если за время t вектор А повернется на угол [image: image157.png]


, то [image: image159.png]x=A*cos (w*t +@p)



.

а) Сложение колебаний одинакового Т

[image: image160.png]Ay *cos(w*t+@q)
x, =4y xcos(@xt+ @)
A rcos(w=t +¢,) A, *cos(w*t+@,) = A*cos (w*t + @)

X+ X,
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[image: image164.png]A+ AR+ 25 A %Ay = cos (@, — ;)



 
[image: image166.png]+A,2 425 A, A, *cos (¢, — @)



 

Найдем начальную фазу результатирующего колебания [image: image168.png]@



:

[image: image169.png]_ Ay *sing, + 4, *sing,
L S S ——
A, *cos@, + A, * cosg,




если [image: image171.png]@1 M@,



 таковы, что [image: image173.png]Ap = @, — @y = 2km




k=0,1,2,3,…

то

[image: image175.png]cos(@, — @)



,
 тогда [image: image177.png]A=A +4,;




если [image: image179.png]Ap =@, — @, = (2k + 1)m




k=0,1,2,3,…

[image: image181.png]cos(@, — @)



 и [image: image183.png]A=A + 4,




[image: image185.png]


 
[image: image187.png]ot



 

[image: image189.png]T, >T



 

[image: image191.png]Ta _ @atwy
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[image: image377.emf]l
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а) 

б)

б) Рассмотрим сложение двух колебаний с одинаковой начальной фазой, но с разными периодами (частотами), направленных по одной прямой ([image: image193.png]@1 =@, = @)



: 
[image: image194.png]Ay *cos(wy *t + q:,,)}
X, = A, * cos(w; * t +@y).




[image: image195.png]+ -
x = x,+ x, = 4, [cos(wyt + @p) + cos(wyt + @,)] = 24, cos (m‘ 5 i +q;,,) -ws( - 2 L)




[image: image197.png]


  – с течением времени амплитуда результирующего колебания меняется по закону cos. Такие колебания называются биениями.
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[image: image199.png]


 
[image: image201.png]


 

в) Сложение взаимно перпендикулярных колебаний одной частоты, но [image: image203.png]@1 * @,



.

    (1) [image: image205.png]x = Ay * cos(wt + @)

et o





Для нахождения траектории результирующего колебания исключим из (1) время

(2)  [image: image207.png]., = cos(wt) * cosg, — sin(wt)sing; *cosg,




(3)  [image: image209.png]2, = cos(wt) * cose, — sin(wt)sing, *cosg,




Вычитая (2) – (3), получим

[image: image211.png]o C0SPy — ims@z = sin(wt) * (sing,cos@, — sing, cos@,)



 
или

    (4)  [image: image213.png]1, COSPy = mc0sp, = sin(wt) * sin(e, — @)



 
Если первое из уравнений умножить на [image: image215.png]sing,



, а второе на [image: image217.png]sing,



 и из первого уравнения вычесть второе, то получим

(5) [image: image219.png]cos(wt) *sin (¢ —¢,)
1 Sne; — -sing, =




Возведем (4) и (5) в квадрат и сложим
(6) [image: image221.png]XLy _y —0.) =sint (0. —
am T = hay t 0s(02 — 1) =sin® (9, — 1)



 – это уравнение второго порядка.
Рассмотрим частные случаи:

1) [image: image223.png]
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[image: image229.png]>



 – уравнение прямой
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2) [image: image231.png]



[image: image380.emf]x
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3) [image: image235.png]
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[image: image237.png]


  – уравнение эллипса

если в какой-то момент времени [image: image239.png]wt + @y



, то

 [image: image241.png]



[image: image243.png]= A, cos(wt+ @,) = A, cos(o, —@,)




 
В следующие моменты времени [image: image245.png]wt + @y



 возрастает, x>0 и убывает, а y>0 и возрастает, т. е. точка будет двигаться по часовой стрелке.

 При [image: image247.png]


 – точка движется против часовой стрелке.

4) если [image: image249.png]


– траектория результирующего колебания будет представлять собой окружность.

При сложении взаимно перпендикулярных колебаний разной  частоты получается фигура Лиссажу.

[image: image251.png]i




 – время релаксации
[image: image253.png]A(t=7)=Axe



 

[image: image255.png]


 

[image: image257.png]At)
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[image: image261.png]B << wy



, то [image: image263.png]w ¥ wy



 

[image: image265.png]


 
4.

Пусть тело массой m  движется под действием силы [image: image267.png]


 и при этом встречает сопротивление [image: image269.png]


. Тогда из второго закона Ньютона

[image: image271.png]—kx —ri



 
[image: image272.png]mi + kx+ri=0




[image: image273.png]2m




[image: image274.png]



(1) [image: image276.png]¥ +2B% + wyx





введем подстановку [image: image278.png]x=z%e Pt



, тогда

[image: image280.png]t=zxe P —Brzxe Pt



 
[image: image282.png]i=zxe P —Brzre Pt —Brixe P+ plazxe™F"



 
Подставляя в (1) [image: image284.png]


, получим

[image: image286.png]Zxe Pt —2Bxzxe P Pl azxe P 4 2B xzxe P — 2B xzxe Pt wxzxe PP =0



 

[image: image288.png]Z ez =
)*xz=0 - Z+
Z+(wy® =B *z




 

[image: image290.png]= A*cos (wt+ @)



 и [image: image292.png]



Следовательно [image: image294.png]x=A*e P * cos (wt + @)



 – решение уравнения (1). Это уравнение затухающих колебаний с амплитудой [image: image296.png]Axe Pt



, уменьшающейся с течением времени по закону [image: image298.png]


.

[image: image300.png]
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Затухающие колебания характеризуются логарифмическим декрементом затухания.
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 апериодический процесс
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[image: image310.png]p=Ct-_F_




 
[image: image312.png]wi




 – время релаксации

[image: image314.png]


 

[image: image316.png]
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[image: image320.png]


 

если  [image: image322.png]w ¥ w,



 [image: image324.png](B* » wy?),



 то

[image: image326.png]


 - добротность колебательной системы.

Для получения незатухащих колебаний необходимо действие периодической внешней силы. Пусть она изменяется по закону [image: image328.png]F = Fycos (wt)



. В этом случае по второму закону Ньютона:
[image: image330.png]mi = —kx —ri + F,cos (wt)



, или

(2) [image: image332.png]mi + kx + ri = F, cos (wt)



 – линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка. Его решением является соответствующее решение однородного уравнения (1) + частное решение, вид которого определяется выражением, стоящим в правой части. Поскольку решение соответственного однородного уравнения (1) является затухающим, тот им можно пренебречь, т. к. с течением времени эти колебания затухают.


Частное решение имеет вид [image: image334.png]x = Acos(wt — @)



.

[image: image336.png]=—A*w=*cos(wt — @) :A.m.ms(mw+

B



 
[image: image338.png]i =—Axw’*cos(wt— @) =A*w®*cos(wt— ¢ +m)



 

Тогда

[image: image339.png]m-A-m‘-ms(m—w+n)+r-A-m-ms(mz—q;+ +k * Acos(wt — @) = F cos(wt)  /m





(3) [image: image341.png]Axw? xcos(wt— ¢ +m)+ 2B+ w = Axcos (wt— ¢ +]) +w?* Acos(wt — ¢)




    – решим графически. 
[image: image343.png]


   

Векторная диаграмма.
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[image: image353.png]tge

o



 

Решение уравнения (2) имеет вид:

(4) [image: image355.png]


 – уравнение незатухающих колебаний; [image: image357.png]A(w)



 и [image: image359.png]tge(w)



.

Найдем условие, при котором амплитуда вынужденных колебаний имеет максимум. Для этого возьмем первую производную [image: image361.png]A(w)



 и прираняем ее к нулю:

[image: image363.png]=0
 +w? +28%
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(5) [image: image365.png]
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[image: image367.png]


 
[image: image369.png]By < B,
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