Лекция 31 (13)

Уравнения Максвелла для электромагнитного поля
План

1. Первое уравнение Максвелла
2. Ток смещения. Второе уравнение Максвелла
3. Теорема Остроградского-Гаусса. Третье и четвёртое уравнения Максвелла
4. Полная система уравнений Максвелла

5. Частные случаи: стационарное поле; поле в свободном пространстве
Теория Максвелла для электромагнитного поля – это обобщение теоремы Остроградского-Гаусса, закона полного тока и закона электромагнитной индукции Фарадея. Теория решает задачу электродинамики: найти характеристики электрического и магнитного полей системы зарядов и токов.
1. Первое уравнение Максвелла

По теореме о циркуляции вектора напряжённости 
[image: image63.jpg]


 электроСТАТИЧЕСКОГО поля (то есть поля, созданного неподвижными зарядами):
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По (30.4) циркуляция вектора напряжённости 
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 поля, созданного изменяющимся магнитным полем:
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Поверхность S натянута на контур L (рис.31.1). Сложим почленно эти два уравнения:
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где 
[image: image6.wmf]B

q

E

E

E

r

r

r

+

=

 – напряжённость суммарного (полного) электрического поля. Тогда 
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Это – первое уравнение Максвелла в интегральной форме. Его смысл: электрические поля создаются как электрическими зарядами, так и изменяющимся магнитным полем.
Дифференциальную форму первого уравнения Максвелла можно получить, если воспользоваться математической теоремой Стокса: для любого векторного поля (в том числе поля 
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где 
[image: image10.wmf]E
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 – ротор векторного поля; своего рода оператор векторного дифференцирования. Ротор проще всего записать в виде определителя:
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Таким образом, например, проекция ротора на ось OX равна:
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Операция ротор – из той же серии, что и градиент:
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Градиент конструирует из скалярного поля векторное, а ротор – из векторного снова векторное.

Градиент характеризует быстроту изменения величины (например, потенциала 
[image: image14.wmf]j

) в пространстве. Смысл ротора (ротор – значит «вихрь»): если поле вихревое (непотенциальное), то его ротор отличен от нуля. Ротор показывает вихревой характер поля.
Из сравнения (31.2) и (I):
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Это – первое уравнение Максвелла в дифференциальной форме.
2. Ток смещения. Второе уравнение Максвелла

[image: image61.jpg]


Изменяющееся во времени магнитное поле порождает возникновение вихревого электрического поля 
[image: image16.wmf]B
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 – это одно из предположений Максвелла. Второе предположение симметрично: изменяющееся во времени электрическое поле приводит к возникновению магнитного поля. Это удобно описывать с помощью токов смещения. Рассмотрим протекание переменного тока через конденсатор (рис.31.2). 
Внутри конденсатора реально никаких токов нет; а есть изменяющееся во времени электрическое поле – за счёт изменяющегося заряда обкладок конденсатора. Но предположим, что внутри конденсатора течёт ток смещения 
[image: image17.wmf]см.
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. Он должен быть равен току проводимости в подводящих проводах; таким образом ток будет непрерывным. Тогда
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Здесь 
[image: image20.wmf]S
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 – поверхностная плотность заряда. В лекции 23 было показано, что вектор электрического смещения вблизи проводника равен поверхностной плотности заряда:
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тогда
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Здесь производная – частная, поскольку D зависит в общем случае ещё и от координат, а производная – по времени. Тогда плотность тока смещения равна:
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Особенности тока смещения:
1) Течёт в вакууме, где нет реальных заряженных частиц – переносчиков тока.

2) При протекании тока смещения не выделяется теплота Джоуля-Ленца.

3) Единственное положительное свойство (и назначение!) тока смещения – создавать магнитное поле.

Название «ток смещения»  –  из определения (31.3) через вектор электрического смещения 
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Получим некоторые полезные соотношения для плотности тока смещения. Из лекции 22:
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где 
[image: image26.wmf]P
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 – вектор поляризации диэлектрика, тогда 
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Первое слагаемое 
[image: image28.wmf]поляриз.
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 возникает в веществе при его поляризации и оправдывает термин «ток смещения»: в переменном электрическом поле происходит смещение поляризационных зарядов. Второе слагаемое 
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 есть и в вакууме, где никаких заряженных частиц нет.

Итак, в общем случае магнитные поля создаются токами проводимости и токами смещения. В законе полного тока (см.предыдущую лекцию)
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 заменим плотность тока проводимости на суммарную плотность тока проводимости и смещения:
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тогда 
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,                                   (II)
где S – поверхность, натянутая на контур L (рис.31.11).
Уравнение (II) – второе уравнение Максвелла для электромагнитного поля в интегральной форме.
Воспользовавшись теоремой Стокса (31.1а) для напряжённости магнитного поля:
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,                                  (31.1а)
получим второе уравнение Максвелла в дифференциальной форме:
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Его смысл: магнитные поля создаются как токами проводимости (плотность тока проводимости – 
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), так и изменяющимися во времени электрическими полями – 
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3. Теорема Остроградского-Гаусса. Третье и четвёртое уравнения Максвелла

Максвелл обобщил теорему Остроградского-Гаусса (22.15), см. лекцию 22 для любых полей, в том числе и нестационарных:
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или:
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где 
[image: image39.wmf]dV
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 – объёмная плотность заряда. Интегрирование производится по объёму V, ограниченному замкнутой поверхностью S (рис.31.4).
Смысл теоремы: поток вектора электрического смещения 
[image: image40.wmf]D
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  через произвольную замкнутую поверхность равен алгебраической сумме электрических зарядов, охваченных этой поверхностью. Иначе говоря, источником электрического поля являются электрические заряды.
По математической теореме Гаусса:
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где 
[image: image42.wmf]D
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 – дивергенция векторного поля. Она равна по определению:
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Дивергенция завершает коллекцию операций дифференцирования по координатам векторных и скалярных полей: градиент из скаляра конструирует вектор (
[image: image44.wmf]j

grad

 – вектор), ротор из вектора снова даёт вектор, а дивергенция вектор превращает в скаляр (
[image: image45.wmf]D
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 – скаляр!). Сравнивая (31.4) и (III), получим третье уравнение Максвелла в дифференциальной форме:
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В лекции 27 сформулирована теорема Остроградского-Гаусса для магнитного поля:
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Это – четвёртое уравнение Максвелла для электромагнитного поля в интегральной форме.
Аналогично в дифференциальной форме:
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Смысл этого уравнения: магнитных зарядов нет.
4. Полная система уравнений Максвелла

Полная система уравнений Максвелла включает, кроме приведённых четырёх основных, ещё три так называемых материальных уравнения. Материальные уравнения связывают характеристики полей со свойствами среды и друг с другом и включают, в частности, закон Ома в дифференциальной форме.  Вот полная система в интегральной и в дифференциальной формах:
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j

H

B

E

D

B

div

D

div

t

D

j

H

rot

t

B

E

rot

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

×

=

=

=

=

=

¶

¶

+

=

¶

¶

-

=

g

mm

ee

r

0

0

0


5. Частные случаи: стационарное поле; поле в свободном пространстве

Если поля стационарные, все производные равны нулю:
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[image: image52.wmf]E
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Поля – магнитное и электрическое – разделяются. Их характеристики не связаны друг с другом.

Второй частный случай – поля в свободном пространстве, где нет ни зарядов, ни токов проводимости:
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Рассмотрим систему двух первых уравнений Максвелла для свободного пространства:
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Изменение магнитного поля 
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 порождает поле электрическое 
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, тоже в общем случае изменяющееся во времени; а изменения поля электрического 
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 порождают снова возникновение магнитного поля 
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. Поля – электрическое и магнитное – распространяются, превращаясь друг в друга. Это – электромагнитная волна, распространяющаяся в свободном пространстве, в отрыве от первоначально породивших её зарядов и токов. 
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Рис.31.4
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